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Test textu

ak ti P v kontexte K na tvrdenie T povie 1, resp. 0, vezmi f(P,K,T) = 1, resp. 0

f(P1,Ky,Ty) =1/0,...,f(P;, K, Tx) = 1/0, kde T4, ..., Ty obsahuji text S,
st vahy S v korespondujtcich kontextoch

najdi vahy Howl v roku 1955, najdi vahy Ariel v roku 1962
najdi vahy Dada v roku 1916

uhadni najefektivnejsi algoritmus f, ktory dava tieto vahy

ak f(1,C,B je velkd bédsen) = 1, vyhlas, v kontexte C, B je velkd bdsen

ak ti P v kontexte K povie, ze sa mylis, vezmi f(P,K,B je velka bdsen) = 0
a znovu najdi najefektivnejsie f, ktoré splina aj toto kritérium

ak f(1,C,B je velkd bdsen) = 0, uznaj, Ze si sa mylil
inak vyhlas, ze f je najefektivnejsim vysvetlenim a dokazom toho, ze mas pravdu

ak ta (v kontexte K) poziadaji, aby si napisal inovativnu bdseri,
ndjdi taky text B, ze f(1,K,B je inovativna basen) = 1 a vyhlds B

ak ti povedia F, uhddni také X, ze f(1,K,X je odpoved na F) =1
a vyhlas X

ak ti povedia, ze pravidla, ktoré nasledujes, su chybné, a tvoja analyza to potvrdi,
najdi najlepsi algoritmus, ktory vyhovuje ich vyhraddm, a nasleduj jeho pravidla



Produkcia inovacii

I je efektivny algoritmus produkujici inovacie,
ak pre kazdy efektivny obvod S a ordkulum K reprezentované efektivnym
obvodom

definujicim otazky, na ktoré vie K odpovedat,

a takym, Ze pomocou K sa ned4 riegit efektivne celé NP,
I efektivne najde také z, vy, ze text x spliia (efektivne overitelné) kritérid y, ale
S pouzivajic ordkulum K ziaden text spfﬁajﬁci y nenajde.

Ak teda obvod S efektivne algoritmizuje zndme sposoby produkovania textu
a NP sa ned4 riesit efekt{ivnymi obvodmi,
I vyprodukuje text z spfﬁajﬁci také kritérid y, ze S nebude schopné napisat text,
ktory by splnil .
Ak opakovanim tohto pre rozne stratégie S dostavame dvojice x,y, ktoré
st predvidatelné v tom zmysle, Ze st popisatelné efektivnym obvodom
reprezentujucim orakulum, pomocou ktorého sa neda efektivne riesit celé
NP, a potom rozsirime S o toto orakulum,
I vyprodukuje nové x,y, pre ktoré S s tymto ordkulom nengjde text spiﬁajﬁci Y
atd’.
V tomto zmysle I produkuje vzdy invenéné texty z pohladu S.

D4 sa ukézat, Ze ak neexistuje malo efektivnych obvodov reprezentujicich orakula
s vlastnostou, Ze pomocou Ziadneho z nich nie je mozné efektivne riesit celé
NP, ale ktorych zjednotenim to uz mozné je,

tak existuje efektivny obvod produkujici inovacie.

Problém je tento obvod efektivne néjst.



Efektivne rozpoznavanie doveryhodnosti
algoritmicky silnej strany

nech C tvrdi: ,pre kazdé x plati T'(x)“, kde T je efektivne overitelnd vlastnost z,
napr. ,,Y je najlepsia odpoved spliajica dané efektivne overitelné kritérid “
(chceme overit, ¢ md C pravdu

koduj tvrdenie =7T'(x) ako SAT formulu s premennymi x = xq,...,z,
a ti reprezentuj ako multipremenny polyném Y (z) stupiia d = n®®
(chceme overit, ¢i pre kazdé 0/1 ohodnotenie x plati Y (z) =0
(teda ¢i XypeonY (x) mod p =0
(kde p je zafixované provocislo z intervalu (27, 22"]

poziadaj C o koeficienty < d + 1 stupniového polynému
F(X) =2, anem1Y (X, 29,...,2,)
ak C zasle taky polyném h, ze h(0)+h(1) mod p nie je 0, vyhlas: ,C je podozrivé’

¢

inak zvol ndhodné r z intervalu {0,...,p — 1}

a rekurzivne pouzi tento protokol na overenie toho, ¢i f(r) = h(r) mod p
az kym neohodnotis vsetky x1,...,x,

ak C nezavaha ani po ohodnoteni vsetkych zy,..., x,,

vyhlas: ,,C je doveryhodné®, inak ,,C je nedoveryhodné“

{ak Y je najlepsia odpoved, t. j. Y conY (2) =0

{ existujui odpovede, ktorymi nas o tom C mdze presvedcit
{inak je pravdepodobnost, ze odhalime C, aspon (1 —d/p)"

{ kedZe polyném f — h mé nanajvys d koretov

{ a teda pri kazdej volbe r nitime C pokracovat v klaman{
{ s pravdepodobnostou aspon 1 —d/p

problém: je mozné overit, ¢i ma C pravdu, bez
ziadania, aby C riesilo viac nez NP tlohy?



Teodria zlozZitosti

Je mozné pochopit a automatizovat vieobecne narotné procesy ako dokazo-
vanie matematickych teorém ¢i pisanie poézie? Tieto otdzky mozeme dostatocne
zmysluplne formulovaf v jazyku tedrie zlozitosti zaoberajicej sa algoritmickou
naro¢nostou problémov.

Formalne je problém dany ako mnozina koneénych retazcov nil a jednotiek,
tzv. bindrne refazce. Mozu ho tvorit napriklad bindrne refazce kédujice mate-
matické teorémy. Riesit taky problém znamend vediet rozhodovat nejakym algo-
ritmom, ¢ je Iubovolny dany bindrny retazec v mnozine, ktord problém definuje.
V uvedenom priklade teda rozhodovat, ¢i je dany retazec pravdivé matematické
tvrdenie.

Zlozitost problému meriame najcastejsie vzhladom na minimélny pocet kro-
kov potrebnych na jeho riesenie nejakym algoritmom. Symbolom P Specidlne
oznacujeme mnozinu problémov, ktoré mozno riesit menej nez tzv. polynomidlnym
poctom krokov (nejakého algoritmu). Z matematického hladiska md mnozina P
mnoho dobrych vlastnosti na to, aby sa s nou pracovalo ako s aproximéaciou
problémov, ktoré je mozné riesit efektivne, v kratkom case. V skutocnosti ale P
obsahuje tieZz problémy, ktoré nie je mozné riesit efektivne a, naopak, existuji
problémy, ktoré si v praxi lahké a nie st v P.

Prakticky preto P nekoresponduje tplne so slovom efektivny tak, ako ho
pouzivame v prirodzenom jazyku. To plati aj pre mnoho d'alsich konceptov a tvr-
den{ z tedrie zlozitosti. KedZe moja motivacia pochédza z vyznamu slov daného
prave prirodzenym jazykom, prezentované basne si formulované prevazne v nom.

Druhou vyznamnou mnozinou problémov je NP. Tvoria ju problémy, ktorych
rieSenie je mozné efektivne overit. Napriklad dokazovanie matematickych teorém
mozeme formulovat ako NP problém, pretoze otdzka, ¢i je dané tvrdenie (v praxi
dokézatelnd) teoréma, m4 efektivne overitelné riesenie, ktorym je (kratky) dokaz.
Nadnesene sa d4 povedat, ze NP obsahuje vsetky problémy. Ak totiz mame
problém, ktorého rieSenie nie je mozné efektivne overit, d4 sa pochybovat o jeho
zmysluplnosti.

Fundamentalnym otvorenym problémom tedrie zlozitosti je otéazka, ¢i plati
P=NP, teda zjednodusene otézka, ¢i je mozné efektivne ndjst rieSenie problému,
ak nejaké Tahko overitelné rieSenie existuje. Dnes nedokdzeme popriet existenciu
efektivnych algoritmov, ktoré by dokézali v okamihu riesit matematické teorémy
a ostatné bezné NP problémy.



Aké zlozité je teda nachadzanie odpovedi na prakticky vsetky otézky, je
mozné pochopit a automatizovat taky kreativny proces, ako je dokazovanie ma-
tematickych teorém alebo tvorba poézie?

Basen Test textu ilustruje algoritmus na pisanie poézie, ktory mozno simu-
lovat efektivne, ak P=NP (korektnejsie, ak existuje efektivny algoritmus pre
problémy s efektivne verifikovatelnou odpovedou).

Riesit NP problémy v polynomidlnom pocte krokov sa mozno neds, ale aj
dokaz toho, Ze P nie je NP, moze mat podobné dosledky. Dostatoéne konstruktiv-
na separacia P a NP by totiz davala efektivny algoritmus dosvedcujici chyby
potencidlnych efektivnych algoritmov pre NP problémy, pozri Definiciu 1 nizsie.
Dosvedéit chybu algoritmu tu znamens néjst riesenie nejakej otazky, ktord dany
algoritmus nevie zodpovedat spréavne. Z pohladu chybujticeho algoritmu je také
rieSenie akoby inovativnym textom (vymykajicim sa predoslym sposobom pro-
dukovania rieseni). V bésni Produkcia inovdcii je prezentovany algoritmus ge-
nerujuci inovacie tak, aby fungoval navyse proti istym orakuldm vynucujicim
dostatoéni roznorodost inovécii, pozri Definiciu 2.

Aj takyto konstruktivny dokaz toho, ze P nie je NP, moze byt fazké néjst.
Preto mé zmysel klast si potencidlne dosiahnutelnejsie ciele. Je napriklad mozné
efektivne overit presvedcenie, ze d'alsi bit basne ma byt 0 ¢ 17 Schopnost
rychlo overit jeho doveryhodnost a zachovat sa tak najlepsie v ramci moznosti
by bola podobne uzitoénd ako samotné efektivne nachddzanie dalsieho bitu
poézie. Basen Efektivne rozpozndvanie doveryhodnosti popisuje taky test, ktory
je aplikdciou znameho vysledku tedrie zlozitosti, tzv. IP protokolu pre coNP
problémy. Jeho nevyhodou ale je, ze vyzaduje, aby testovana strana riesila prilis
narocné problémy oznacované ako #P.

Hierarchiu problémov teérie zlozitosti naznacent v predchadzajucom texte
by §lo rozvijat d’alej. Uz jej pociatoéné otdzky pritom ostdvaji nezodpovedané.

Definicia 1 Nech k je konstanta. F je efektivny algoritmus dosvedcujici chyby
Booleovijch obvodov velkosti n* pokisajicich sa riesit NP problémy, ak pre kazdé
n a kazdy obvod C s n vstupmi a velkostou n* F ndjde v polynomidlnom case
vijrokovii formulu x wvelkosti n a jej spl/ﬁajzlce ohodnotenie y, pricom x nie je
splnend ohodnotenim C(z).



Ak by sme definovali inovativny text ako Iubovolny text T, pre ktory exis-
tuje nejaké efektivne overitelné kritérium, ktoré T spiﬁa a ktoré sa ned4 splnit
predoslymi sposobmi ,tvorenia“ poézie (tieto sposoby by boli dané najmensim
obvodom, ktory dokdze produkovat texty spfﬁajﬁce kritéria C pre kazdé efektivne
overitelné C' splnené nejakym textom predchddzajicim T'), bol by aj ndhodny
text s velkou pravdepodobnostou inovativny (predpokladajiic existenciu jedno-
smernych funkeii):

kritérium dosvedéujiice invenénost ndhodneho textu x by bolo f(y) = f(z),
kde f je jednosmernd funkcia a y st volné premenné

(ktorych hodnoty treba na splnenie kritéria f(y) = f(x) najst),
konkrétnejsie, napr. pre ndhodné dost velké prvoéisla p, ¢ by bol

text pg = n invenény, pretoze by slo o faktorizaciu cisla n,

¢o je problém, ktory nevieme efektivne riesit.

Definicia 2 (Algoritmus z basne Produkcia inovdcii formalne) Nech k,l siu
konstanty. F je efektivny algoritmus produkujici inovdcie voci Booleovym ob-
vodom velkosti n* a ordkuldm velkosti n!, ak F vidy zastavi v polynomidlnom
case a pre kazdé n, kazdy obvod C' s n vstupmi a velkostou n* a kazdy obvod D
s n vstupmi, velkostou n' a vlastnostou, Ze
SAT nie je v P4 pre ordkulum A schopné nachddzat spl/ﬁajzice ohodnotenia
(ak existuji) formal x spliiajicich D(z) =1,
plati, e F(C,D) = (x,y), kde x je vijrokovd formula velkosti n splnend ohod-
notenim y, ale nesplnend ohodnotenim, ktoré na vstupe x vyprodukuje obvod C,
pouzivajic ordkulum A.



Mathesis universalis

Automatizovat pozndvanie a tvorivy proces.
Vziat tvrdenie (prepisat ho formdlne), rozbehniit mechanicky kalkul

a rozhodntt jeho pravdivost.
Takto postupne rozhodovat, ¢o méa byt d'alsi bit basne a celid ju néjst.

Okrem netplnosti dostatoc¢ne silnych, konzistentnych fragmentov matematiky je
ale problematickd uz i formalizacia beznych tvrdeni. Nie je jasné ako
definovat koncepty ako inovativnost, boh a pod.

Obideme tieto problémy tym, Ze ostaneme v prirodzenom jazyku zakdédovanom do
bindrnych postupnosti a budeme s nim operovat v kalkule vyrokovej logiky,

ktora je uplna.
Popiseme tento proces preciznejsie.

Zafixujme akékolvek standardné kédovanie prirodzeného jazyka do
binarnych postupnosti,
napr. ,a“je 0001, ,b“ 0010, ,, “ 0000 atd ., text ,,ba a“ je potom 0010000100000001.
Vlastnost (resp. tvrdenie o) bindrnej postupnosti  mézeme vyjadrit ako tvrdenie
D(x) pomocou vhodného obvodu D, pozostévajiceho z logickych spojok AND (A),
OR (V) a NOT (—):

vystup

/
oS
(=)

napr. (z; V z3) A (mxy V —xg) tvrdi, Ze v postupnosti 1, x2 je prave jedna 1.



Podobne moézeme vyjadrit vlastnosti premennych C' a y ako:
»ak C kéduje obvod, tak ten na vstupe y déava 1%, v skratke C'(y) = 1
(C je tu skratka pre cq, ..., cp, podobne y =y, ..., Y,).

Specidlne nés budd zaujimat tvrdenia typu:
»ak (uzivatel) T tvrdi/odmieta z, potom C(T,z) = 1/0% kde C' je znova
kédované ako neznamy obvod.
Napr. ,,Ak y kéduje axiém ¢i zndmu teorému ZFC!, tak C(y) =1 a C(—y) = 0.¢
»Ak T tvrdi, ze Invocation of laughter je/nie je invencéna béasen,
tak C(T, Invocation of laughter) =1/0.¢
Po dost velkom mnozZstve takychto axiém sa C' ,nauci“ reagovat, najmensie C
Spiﬁajflce vietky axiémy dané predoslymi skiisenostami mozeme interpretovat ako
ich najefektivnejsie vysvetlenie.

Vysvetlenie C' je nezndmy objekt a je problém ho néjst.
V skutocnosti ho ale ndjst nepotrebujeme. Hoci ide o nezndmy objekt,
mozeme s nim kalkulovat,
a staci, ak pouzitim jeho vlastnosti odvodime tvrdenia, ktoré nds zaujimaju.
Napr. ,Ak obvod C spliia C (b) = 1/0 pre basne b podla konkretného ndvrhu
poetického kanonu (a kazdé mensie C' nespfﬁa niektoru z tychto axiém),
tak C'(Ariel) = 17¢
Ak C splna axiémy a zname teorémy ZFC (a mensie C' v tom zlyhdvaju),
tak C(Continuum hypothesis) = 17

Korektne odvodit tvrdenie A(x) z tvrdeni By(x),..., B;(z) mézeme, ak
kazdé z splnajice By(z) az B;(x) splia tiez A(z).

Prikladom korektného odvodzovacieho pravidla je modus ponens:

ak mdme B(z) a B(z) — A(z), mdzeme odvodit A(x).

Konecnd mnozina takych pravidiel tvori dokazovy systém, ak
pomocou nich mozeme odvodit kazdé pravdivé tvrdenie (platné pre kazdé x).
Napr. modus ponens, axiémy (ktoré moézeme vidiet ako pravidld):

A— (B—A)

1ZFC je teéria formalizujtica prakticky vSetku bezni matematiku.



(A= (B—0C)— (A= B)—=(A—=0))
(-A— -B) — (B— A)
a pravidla I, II ilustrované nizsie tvoria taky systém.
I. Umoziiuje nahradit dva identické podobvody jednym.
II. Umoziuje rozdvojit podobvod pouzity na dvoch réznych miestach.

I
—
<_

II

A B A

(Pozn.: A a V sa daji definovat pomocou — a —.)

T. j. vSetko, ¢o mozeme vydedukovat, mozeme vydedukovat uz pomocou modus po-
nens a par zmienenych pravidiel. Konkrétne nimi moZeme simulovat vietky ostatné

odvodzovacie pravidla.

Ak je ale odvodenie tvrdenia exponencidlne dlhé, je prakticky nerealizovatelné.
Ako rychlo mozeme dedukovat pravdivé tvrdenia?

Mozeme pravidlami uvedenymi vyssie odvodit kazdé pravdivé tvrdenie, ktoré
pozostava z n symbolov dékazom, ktory ma symbolov nanajvys 10n2?



Vybrané otvorené problémy dokazovej zlozitosti

1. M4 EF polynomialne kratke dokazy pravdivych tvrdeni?!
Ak nie, Ziaden polynomidlny algoritmus neriesi NP dokdzatelne v EF.2
Ktoré pravdivé tvrdenia maju kratke dokazy?

2. Je EF optimalny dokazovy systém? (Existuje optimalny dokazovy systém?)?
Ekvivalentne: Maju efektivne generovatelné, resp. rozpoznatelné tautolégie
kratke EF dokazy??
(Kratke dokazy v nejakom inom dokazovom systéme?)
2.1. Dokazuje ZFC tautolégie efektivnejsie nez EF?°

3. Na ktorych tvrdeniach sa d4 EF automatizovat?
T. j. pre ktoré typy tvrdeni existuje algoritmus nachadzajici EF dokazy
efektivne vzhladom na ich dizku?
3.1. Existuje pre kazdu postupnost efektivne generovatelnych tautoldgii
algoritmus nachddzajici EF dokazy efektivne vzhladom na ich dizku?
3.2. Je EF p-optimalny?
T. j. existuje pre kazdi postupnost efektivne generovatelnych tautolégif
algoritmus nachadzajuci ich EF dokazy efektivne?

IEF je zauzivana obdoba systému definovaného v texte Mathesis universalis (modus ponens,
pravidla I, IT a prislusné axiémy). Tu mézeme namiesto EF pouzit préve systém z Mathesis
universalis. EF ma polynomialne kratke dokazy tautologii, ak existuje také k, ze kazda tautolégia
pozostavajiica z n symbolov ma EF dékaz s nanajvys kn* symbolmi.

2Pre ziaden polynomidlny algoritmus f nemd EF polynomislne krétke dokazy tvrdeni
SAT(x,y) — SAT(x, f(x)). SAT(x,y) znamend, ze formula x je splnend ohodnotenim pre-
mennych y, t. j. tvrdenie z o premennych z plati, ak z = y.

3Vseobecne, dokazovy systém je akykolvek efektivny algoritmus A, ktory pre kazdé z spfﬁa
ekvivalenciu: = je tautolégia prave vtedy, ak existuje také y, ze A(x,y) = 1. Dokazovy systém
A je optimalny, ak pre kazdy systém B existuje také k, ze kazda tautoldgia s dokazom dfzky s
v systéme B mé dokaz dizky ks* v systéme A.

4Postupnost tautolégii ¢1, @a, . .. je efektivne generovatelnd, ak existuje efektivny algoritmus,
ktory pre kazdy refazec deky n vyprodukuje ¢,,.

®Neexistuje také k, ze kazd4 tautolégia so ZFC dokazom diiky s ma EF dokaz dlzky ks*?



4. Maju fundamentélne otazky teodrie zlozitosti kratke EF riesenia?
Napr. Ib(SAT,n*) : SAT nie je mozné riesit obvodmi velkosti n*
sprng(g,n*) : g je pseudondhodny generator pre obvody velkosti n*
oneway( f,n¥) : funkciu f je fazké invertovat obvodmi velkosti n*
eflb(T,n¥)  : tvrdenie T velkosti n nema EF dokaz dizky n*
6

5. Daju sa efektivne generovat fazké tautolégie?
Formalne: Nech n je dost Vel’ke D4 sa pre kazdy efektlvny obvod C(z,y)
s n vstupmi = a n* vstupmi y, ktory splna C(z,y) =1, len ak je
tautoldgia, najst efektivne takd tautoldgia x, ze C(x, y) =0 pre
kazdé y?

6. Ak EF dokazuje efektivne AV B, dokazuje efektivne A alebo B?
Ak 4no a existuji tzv. super-bity, Ib(SAT, n*) nem4 krétke EF dokazy.
Ma EF iné podobné konstruktivne vlastnosti?

7. Existuje generdtor g tazky pre vSetky dokazové systémy?
T. j. existuje takd funkcia g : {0, 1}" = {0, 1}"*" zobrazujiica binarne
ret azce dlzky n efektivne na bindrne retazce dlzky n-+1, ze pre kazdy refazec
b dlzky n + 1 tvrdenie Vau, ..., on, b# g(x1,...,2,) nemd kratky dokaz
v ziadnom dokazovom systéme?

6Uvedené tvrdenia sa daji efektivne vyjadrit ako tautolégie za standardnych predpokladov
z tedrie zlozitosti, pri pravdepodobnostnych tvrdeniach sa pouzije aproximécia.
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